Tema 4: Espacios vectoriales euclideos

Introduccién

En este tema sélo vamos a considerar espacios vectoriales sobre R. Lo que queremos es obtener
formas de medir vectores y distancias entre ellos y esto nos va a servir para poder aproximar
funciones.

Producto escalar

Definiciéon: Si E es un R— e.v. se dice que una funcién

<,>FEFxFE—-R
(u,v) =>< u,v >

es un producto escalar real (o producto interior real) si:

1. Vu,v,we E,<u+v,w>=<u,w >+ < v,w >

2. Vu,ve EVa e R, < au,v >=a < u,v >

3. Vu,ve E, <u,v>=<v,u >

4. Vue B, <uu>>0y<uu>=0&u=0

Si <,>: Ex E — R es un producto escalar, al par (E,<,>) le denominaremos espacio
vectorial euclideo.
Ejemplos:

» En R? la funcién
<,>:R?xR?5R

definida para cada par de vectores (r,y), (z/,y') € R? mediante la expresién
< (z1,22), (Y1, 92) >= 21y1 + 2292

es un producto escalar. Ademads este producto escalar es el que llamamos producto escalar
usual de R2.

= En general en el R— e.v. R” la funcién
<> R"xR" = R
definida para cada par de vectores
(21,22, s Tn )y (Y1,Y25 -y Yn) € R?

mediante la expresién

< (xlv‘r27 °"7mn)7 (yla Y2, 7yn) >= T1Y1 + ...+ TnYn = leyl

es un producto escalar. Ademads es el usual de R”.

= En el R— e.v. de los polinomios con coeficientes reales R[z] consideraremos los productos
escalares siguientes:
<,>1: R[z] xR[z] = R

(p(x —>/ dx

<, >0:R* xR* 5 R
min{n,m}

(a)a@) —» Y a;

=0

donde p(z) = apz™ + ...+ a1z 4+ ag y q(z) = bpx™ + ... + bz + bo.



Observacion: Nétese que si (E, <,>) es un espacio vectorial euclideo, a partir de las propie-
dades del producto escalar se verifica que:

Yu,v,w € F <u,w—+ov>=<w+v,u>=<w,u>+<w,v>=<uw >+ < v,w>

Vu,v € E.Va e R, < u,av >=< av,u >=a < v,u >=a < u,v >

Ademas si ay,...,an ER Y Uy, ooy ttp,v € E

n
QUL ey U, U S= 1 < UL,V > Foe + Ay < Uy, ¥ >= Zai <up,v >
i=1
Se sigue entonces que un producto escalar es lineal en la primera y en la segunda variable,
es decir, es una funcién bilineal.
Longitud o normal euclidea de un vector

Definicién: Si (E,<,>) es un e.v y u € E, una norma (o médulo) es un nimero real, ||ull,
tal que

L Yue E;l|lul| >0y [|lul| =0 u=0
2. Yu € E,\Vk € R;||ku|| = |k|||ul|
3. Yu,v € E;|lu+v|| <||lu|| +|v]| (desigualdad triangular)

Definicidén: Si (E, <,>) es un e.v. y u € E, llamaremos norma euclidea (o médulo) de u al
numero real
lull = vV<u,u>

Propiedades de la norma euclidea
1. Vue E\|jull >0y |jul| =0 e<u,u>=0cu=0

2. Yu e E,Vk e R

|kul| = /< ku, ku > = k2 < u,u > = |k| - [|ul]
3. Ju+v[]? + [Ju —v]|> = 2(||u]|* + ||v]|*) (ley del paralelogramo)
4. <uyv>= 5([Ju+ol* = [ul]* = [Jv]]?)
5. <u,v>= 1(|lu+vl]? = [Ju—v|]?)

Teorema: (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si (E, < . >) es un espacio vectorial euclideo,
Yu,v € E se verifica que
| <u,v > < [ful] - [lv]]

Ademiés
| <wu,v>|=]ull-|lv]] & {u,v} es ligado

Proposicién: Si (E, < . >) es un espacio vectorial euclideo, Vu,v € E se verifica que
[lu+ f| < Jful| + [[v]]

Definicién: Si (E,<,>) es un e.v. euclideo y u,v € E, u # 0,v # 0 se denomina dngulo
entre los vectores de u y v al ntimero real v € [0, 7] tal que

cos(uv) = U >
- ol

Definicién: Si (F, <, >) es un e.v. euclideo y u,v € E, se dice que u y v son ortogonales (o
perpendiculares) si
<u,v>=0



Ejemplos: En el e.v.e. (R3 <, >), donde <,> es el producto escalar usual, determinar el
angulo formado por los vectores (1,0,1) y (0,0, 1).

Definicién: Si (F, <, >) es un e.v. euclideo y u,v € E, se denomina distancia euclidea de u
a vy se denota por d(u,v) al nimero real

du,v) =llu—v||=vV<u—v,u—v>

A partir de las propiedades vistas de la norma euclidea, es facil ver que se satisfacen las
propiedades que debe verificar cualquier funcién distancia, a saber:

» Vo,y € E d(x,y) >0

»Ve,ye Ed(z,y) =0 2=y

w» Va,y,z € E,d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Ejemplos: En el e.v.e. (R3 <,>), donde <,> es el producto escalar usual, determinar la
distancia entre los vectores (1,0,1) y (0,1, 1).
Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Definicién: Sean (F, <, >) un espacio vectorial euclideo y {u1, ..., u,} un sistema de vectores
de E. Se dice que el sistema {u1,...,u,} es ortogonal si se verifica:

1.Vie{l,..,r}u; #0
2. Vi,je{l,.,r}sii#j=<u;u; >=0

Si ademds de ser un sistema ortogonal, el sistema {u1, ..., u, } satisface
LVie{l,..,rh||lw]| =1

se dice que el sistema {u1,...,u,} es ortonormal.

Proposicién: Sean (E, <,>) un espacio vectorial euclideo y {us,...,u,} un sistema de vec-
tores de E — {0}. Se verifica que

{u1,...,u.} ortogonal — {uy,..u.} libre

Definicién: Sean (F, <,>) un espacio vectorial euclideo y B = {uy, ..., u,} una base de E.
Se dice que B es una base ortogonal si el sistema {u1,...,u,} es ortogonal y, obviamente, se dice
que B es una base ortonormal si el sistema {uq, ..., u,} es ortonormal.

Obviamente si (E, <,>) es un espacio vectorial euclideo tal que dim(E) = ny {uy,...,un}
es un sistema ortogonal, necesariamente {u1,...,u,} es una base ortogonal, siendo libre como
consecuencia de la proposicién anterior.

Teorema: Sean (E, <,>) un espacio vectorial euclideo y {u1, ..., u,} un sistema libre de E.
En estas condiciones existe un sistema ortogonal {v1, ..., v, } tal que

Vie{1,...,r} L[{vi,....,v;}] = L[{u1, ..., u; }]
METODO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

Dado el sistema libre {uq,...,u,} el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt consiste en
definir el sistema de vectores

U1 = U
< Ug,v1 >
< v1,V1 >
< uz,v; > < us,vy >
—_— vl _——_— . U2
< vp,v1 > < V2,V2 >

V2 = U2 — U1

V3 = U3 —



< Up,V1 > < Up, Vp—1 >
< v1,V1 >

Ur = Uy - - Ur—1

< Vp—1,Vp—1 >
que es un sistema ortogonal y ademas satisface la condiciéon

Vie{l,..,m =1} L[{v1,...,v;}] = L[{u1,...,u;}]

Observacion: Nétese que si {vq, ..., v, } es ortogonal, definiendo

Vs
Vie{l,.,r} w=—
C ]
el sistema {vl, ey UT} es ortonormal, puesto que
Vie {1} fhul = Il = ool = 1
7 yeeey T w;|| = = Ao =
' ol " oall]

Por tanto, podemos afirmar que todo espacio vectorial euclideo de dimensién finita tiene una
base ortonormal.

Ejemplos: A partir de la base

{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

obtener por el método de Gram-Schmidt una base ortonormal de (R3,<,>) donde <, > es el
producto escalar habitual.

Proyecciones ortogonales

Definicién: Sean (F, <, >) un espacio vectorial euclideo y A C E. Diremos que v € E es un
vector ortogonal a A si Vu € A, < v,u >= 0.

Ejemplo: En (R3, <, >), donde <, > es el producto escalar usual de R?, cualquier vector de
la recta L[(0,0, 1] es ortogonal al conjunto A = {(1,1,0),(0,1,0)}.

Observacion:Notese que el vector 0 € E es ortogonal a cualquier subconjunto A C E. Pues,
siendo A cualquier subconjunto de E, Yu € A se verifica que

<u,0>=<u,u—u>=<u,u>—<uu>=0

<u,0>=<u,0-0>=0-<u,0>=0

Proposicién: Sean (E,<,>) un espacio vectorial euclideo y A C E. Se verifica que el
conjunto
At ={v e ENu € A, <v,u>=0}

es un subespacio vectorial de E. A este subespacio se le denomina subespacio ortogonal de A.
Observacion: En el caso particular de que (E, <,>) sea un espacio vectorial euclideo de
dimension finita y H < E, al subespacio ortogonal de H se le denomina complemento ortogonal
de H.
Proposicién: Sean (E, < . >) un espacio vectorial euclideo con dim(E) =ny H < E. En
estas condiciones se verifica que

dim(H*) = n — dim(H)

Observacion: Si{wy, ..., w,} es una base ortonormal de un subespacio vectorial H y {w1, ..., Wy, Wyy1, ...

es una base ortonormal del espacio E, por la proposicién anterior {w,1, ..., w,} es una base de
H*, con lo que
VueE 3 (a1, ., Qpy Qpiy ey ) €R™ tales que

7wn}



U= 1wy + ... + Wy + Qpp1Wrt1 + ... + Wy

Si denotamos por
h=ayw +..+aw. € H

y por
ht = Qg 1Wrg1 + ... + apwy, € H*

resulta que
Vue E 3heH y bt e HE tales que uw=h+h*

Definicién: Siendo (E,<,>) un espacio vectorial euclideo de dimensién finita H < E y
u € F si
u=h+ht

con h € Hy h' € H*, al vector h se le denomina proyeccién ortogonal de u sobre el subespacio
H y se le denota por pg (u).

Método para hallar una proyeccion ortogonal

A partir de una base del subespacio H obtenemos una base ortonormal {wy, ...,w,} de H.
La proyeccion de u sobre H sera entonces el vector:

pﬁ(u) =h=o0wi + ... + pw, =< u, w1 > wy + ...+ < u, W, > w,

Ejemplo: En (R3,<,>) donde <,> es el producto escalar usual de R, obtener la proyec-
ci6én ortogonal del vector (1,2, 1) sobre los subespacios H = L[(1,0,1)] y H' = L[(1,0,1),(1,0,0)]

Teorema: Sean {ws,...,w,} un sistema ortonormal del (E,<,>) y H = L[(wi,...,w,)].
Entonces, para todo u € F, se verifica que

d(u, pi(v)) < d(u,w) Yw e H

Es decir, pj;(u) = >i_, < u,w; > w; es el vector de H = L[{(w1,...,w,)}] que estd a menor
distancia de u (es decir, el que mejor lo aproxima).

Solucién de un sistema de ecuaciones por minimos cuadrados

Dado un sistema de ecuaciones del tipo Az = b que NO tiene solucién, lo que queremos es
encontrar una solucién muy cerca del sistema, es decir, una aproximacién a una solucién variando
el sistema levemente. Mediante este método, queremos encontrar una x tal que ||b — Ax|| sea
minima.Tenemos dos métodos de resolucién por minimos cuadrados.

1. Expresamos vectorialmente nuestro sistema y por tanto tenemos que es xia; + Taas +
<. + Zpan = b. Como no tiene solucién, tenemos que b ¢ L[{as,az,...,a,}] = S. Ahora
hallamos una b’ que sea la mejor aproximacién de b al subespacio S, mediante el método
visto anteriormente (es decir, calcular su proyeccién ortogonal sobre S). Una vez hallado,
planteamos el sistema Az = b’ y lo resolvemos, obteniendo una aproximacién por minimos
cuadradaos de la solucién original. El error cometido es ||b — b'||

2. Si tenemos que las columnas de A son linealmente independientes, entonces tenemos que
At - A es invertible y por tanto tenemos que el sistema Az = b tiene una solucién por
minimos cuadrados y es x = (Af- A)~1. At . b,

Férmula para aproximar una recta

Dada una cantidad de puntos n obtenidas mediante observacién y que no forman una recta
en el plano, podemos aplicar una férmula para obtener la mejor aproximacién de la recta con
esos puntos. Si al recta que queremos obtener tiene la forma y = max + b entonces:

Do TilYi — Zi®i2a an L > oY DT
- ;w7 -
Zi xg — 2 i) n n

n




